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Resumen

Introduccién: Este trabajo tuvo como finalidad analizar las caracteristicas de los argumentos
de estudiantes mientras resuelven tareas matematicas sobre la convergencia o divergencia de
series numéricas infinitas. Estudiar los argumentos de los estudiantes permite revisar su
razonamiento y su comprension de las series numéricas. Metodologia: Para estudiar los
argumentos de los estudiantes se utilizé el modelo argumentativo de Toulmin, el cual ha
sido utilizado en el estudio de diferentes formas de argumentaciéon y en multiples contextos.
La investigacion es de corte cualitativo para lo cual se construyeron tablas de cotejo para
analizar la estructura de los argumentos y caracterizarlos. Resultados: Se aplicaron dos
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actividades de 3 series numéricas infinitas para que los alumnos determinaran su
convergencia o divergencia, se recopilaron datos escritos y audios con las respuestas y
justificaciones. Discusiéon: Los argumentos incluyen diferentes elementos de los que el
modelo de Toulmin establece. Conclusiones: Entre las conclusiones obtenidas, se encontré
que los estudiantes basan su argumentacién en los criterios de convergencia de las series,
este constituye su punto de partida para desarrollar su proceso argumentativo sin
considerar, en muchos casos, los datos presentes en la actividad o tarea matemaética.

Palabras clave: argumentacion; modelo argumentativo de Toulmin; serie numérica infinita;
convergencia; divergencia; criterio de convergencia; tabla de cotejo; garantia y respaldo.

Abstract

Introduction: The purpose of this work was to analyze the characteristics of students'
arguments while solving mathematical tasks about the convergence or divergence of infinite
numerical series. Studying students' arguments allows us to review their reasoning and
understanding of numerical series. Methodology: To study the students' arguments,
Toulmin's argumentative model was used, which has been used in the study of different
forms of argumentation and in multiple contexts. The research is qualitative in nature, for
which comparison tables were built to analyze the structure of the arguments and
characterize them. Results: Two activities of 3 infinite numerical series were applied for
students to determine their convergence or divergence, written and audio data were
collected with the answers and justifications. Discussions: The arguments include different
elements than those established by Toulmin's model. Conclusions: Among the conclusions
obtained, it was found that students base their argument on the criteria of convergence of the
series, this constitutes their starting point to develop their argumentative process without
considering, in many cases, the data present in the mathematical activity or task.

Keywords: argumentation; Toulmin’s argumentative model; infinite numerical series;
convergence; divergence; convergence criterion; comparison table; warrant and backing.

1. Introduccion

La carrera universitaria de Ensefianza de la Matematica de la Universidad Estatal a Distancia
(UNED), en Costa Rica, formas docentes de matematica para la ensefianza general basica en
tercer ciclo y ciclo diversificado (equivalente a educacién secundaria y educacién media
superior) y algunos cursos universitarios iniciales como Precélculo, Elementos basicos de
algebra, Calculo, entre otros.

Una de las asignaturas mas complejas de la carrera Ensefianza de la Matemaética de la UNED
es Andlisis Real, debido a la abstraccién de los conceptos matemaéticos que se estudian y la
formalidad con que se abordan, esta asignatura, por sus caracteristicas en cuanto a
contenidos, mediacién, evaluacién y roles del estudiante y docente durante su aprendizaje
puede considerarse como un curso matemdtico avanzado segun las diferentes
categorizaciones que presenta Calvo (2001). Justificar, argumentar y demostrar proposiciones
matemadticas sobre conceptos como sucesiones, series numéricas y series de potencias es
trascendente en todos los procesos de mediacién y evaluacién de la asignatura.

Sin embargo, a partir de la observacion de las producciones escritas de los estudiantes, asi
como sus reclamos sobre calificaciones obtenidas dejan entrever que existen debilidades en
su forma de argumentar o justificar con base en los fundamentos tedricos aquellos procesos
que garantizan la veracidad de una proposicion.
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Los conceptos fundamentales del andlisis matematico, como limite e infinito, afectan la
didéctica de las series numéricas infinitas y afectan el proceso de su aprendizaje (Codes,
2010), ya que el estudiante esta familiarizado con la suma como una operacion binaria entre
dos elementos y que en el caso de sumar “n” elementos lo hard dos a dos hasta obtener un
resultado; sin embargo, en el caso de las series vistas como sumas infinitas ya no funciona
dicho proceso de sumar términos dos a dos y esto representa un obstaculo en la apropiacién
de estos conceptos, ya que requiere definirlas como una sucesién de sumas parciales y
analizar la convergencia (mediante el limite) de esta sucesion.

Entre los errores comunes que cometen los estudiantes al estudiar la convergencia de series
numéricas se encuentra la falta de verificacion de hipodtesis para aplicar un criterio de
convergencia. Otro error comun es la aplicacién errénea de un teorema, al tomar
interpretaciones erréneas del mismo asegurando que el reciproco es vélido o tomando una
contrapositiva inexacta. Estos errores se encuentran estrechamente ligados con su habilidad
para argumentar. Este es uno de los principales retos que se pretende abordar con este
trabajo de investigacion.

Identificar patrones, formas de razonamiento y tipos de argumentos podria apoyar a generar
espacios, como por ejemplo talleres para fortalecer la argumentacion en funcién del
razonamiento de los estudiantes. Para Solar-Bezmalinovic (2018) una de las implicaciones de
conocer los patrones de razonamiento es disefiar las lecciones previendo errores de los
estudiantes y de ese modo reorientar la clase.

Al mismo tiempo facilita comprender las ideas de los estudiantes y facilita reorganizarlas
para construir en conjunto el concepto en estudio. El estudio de la argumentacién de los
estudiantes universitarios en el desarrollo de tareas matematicas sobre la convergencia o
divergencia de series numéricas podria arrojar luz acerca de la forma en que razonan y en
que desarrollan su discurso escolar en funcién de convencer a docentes u otros compafieros
sobre la validez de sus afirmaciones.

Por otro lado, la argumentacién en el estudio de la convergencia de las series numéricas
podria permitir observar la comprensiéon que estan alcanzando los estudiantes sobre este
tema ya que como lo sefiala Weston (2021) la argumentacién es una forma de indagacién, y el
docente podria servir para reestructurar su clase y mejorar la comprensién de los conceptos y
reglas en estudio.

Al mismo tiempo podria generar insumos para la toma de decisiones con respecto a
conceptos relacionados como las series de funciones, series de potencias, ecuaciones
diferenciales y en adelante para el estudio de series numéricas y de potencias de ntiimeros
complejos. Esta reestructuracion de la mediacion a partir de lo observado puede ayudar a
mejorar la comprensién de los estudiantes de los temas en estudio y a su vez el rendimiento
en la asignatura.

1.1. Antecedentes Sobre el Estudio de las Series Numéricas

Las series numéricas constituyen uno de los temas mas comunes de estudio tanto en el
Andlisis Real como en el Calculo, ya que éstas permiten introducir conceptos como Sumas de
Riemann y funciones analiticas; incluso en los métodos numéricos favorecen el calculo de
expresiones numéricas dificiles de obtener mediante métodos analiticos.
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Sin embargo, comprender conceptos como convergencia puede resultar complejo ya que se
requiere una concepcion diferente de la suma, la cual se introduce desde la infancia como
una operacion binaria y en el estudio de las series numéricas adquiere cierta ambigiiedad, ya
que se tiene una suma infinita de términos que no podria realizarse dos a dos.

Gutierrez (2013) se plante6 el objetivo de establecer la pertinencia de ensefiar el tema de
series numéricas en nivel medio con alumnos que no conozcan el célculo diferencial e
integral. Rosas (2007) identifico factores que afectan la ensefianza y aprendizaje de las series
infinitas en estudiantes de nivel superior.

Valcarce y Gonzalez-Martin (2017) se propusieron como objetivo analizar cémo los
estudiantes de primer afio universitario aprenden el concepto de sumas parciales en pro de
comprender su nocién de serie numérica. La comprensién del concepto de sumas parciales,
que se encuentra estrechamente ligado con el de serie infinita, demanda de razonamientos
por parte de los estudiantes que pueden ser analizados por la argumentacion (Valcarce y
Gonzalez-Martin, 2017).

1.2. Argumentacion Matemdtica y el Modelo de Toulmin

En los procesos de ensefanza y aprendizaje de la matemdtica, resulta fundamental
argumentar adecuadamente la veracidad de las afirmaciones que se realizan sobre los objetos
matematicos, ya sea desde una perspectiva sumamente formal como las demostraciones
hasta procesos simples en una tarea matematica escolar. Argumentar permite comunicar y
convencer a los demas sobre la validez de nuestros razonamientos. Hernandez (2013) analiz6
las argumentaciones escritas y verbales de los estudiantes en el contexto de una actividad
matemaética bajo el enfoque de resolucién de problemas.

Crespo (2007) tuvo como objetivo comprender las argumentaciones por reduccién al absurdo
para la validacién de resultados matematicos como un producto social mediante una serie de
visiones de la argumentacion y demostracion matematica desde diferentes contextos. Tobias
(2019) analiz6 el razonamiento inferencial estadistico de estudiantes universitarios con el
modelo de argumentaciéon de Toulmin (2003). Mendo (2015) propuso analizar los
argumentos que proponen los estudiantes sobre una secuencia didactica y hacer inferencias
sobre su razonamiento.

Solar-Bezmalinovic (2018) mediante el modelo de Toulmin desarrollé6 un seminario con el fin
de identificar condiciones para promover la argumentacién en el aula de matematicas. Solar
y Deulofeu (2016) se propusieron identificar condiciones para promover la argumentacién en
el aula de matematicas. “Hacer preguntas y desarrollar actividades que todos los alumnos
consideren que merecen reflexiéon” (p. 1095).

Nardi et al. (2012) exploraron el conocimiento y las creencias de los docentes y cémo estos se
transforman en la practica pedagogica, a través de las producciones escritas sobre una tarea
matematica, analizaron la gama de influencias (epistemolégicas, pedagdgicas, curriculares,
profesionales y personales) sobre los argumentos que esgrimen los profesores en sus guiones
y entrevistas.



2. Marco Teorico

2.1. Argumentos y Argumentacion

Las proposiciones matematicas que se presentan durante el estudio o aprendizaje de la
matematica a nivel superior requieren en su mayoria ser justificadas, argumentadas o
demostradas, con tal grado de validez y coherencia para que pueda ser aceptado por la
comunidad matemaética en general, este grado de exactitud, convierte a la demostraciéon
matemaética en una de las tareas mas complejas en la comunidad cientifica.

En el aprendizaje de la matematica la demostracion de proposiciones es una herramienta de
mediacion pedagodgica y a su ver una estrategia de evaluacién de los aprendizajes que es de
mucho uso, sin embargo, algunas tareas de clase como determinar la convergencia o
divergencia de una serie numérica, podria requerir de menos rigurosidad, pero siempre de
razonamientos que respalden la afirmacién dada y permitan convencer al docente o a los
compafieros de clase.

Balacheff (2000) hace una distincion entre los términos explicacion, prueba y demostracion,
donde “explicaciéon” es el mas simple de los tres, en ésta, el interlocutor garantiza la validez
de sus razonamientos a través de sus conocimientos y su propia racionalidad, mientras que
la “prueba” hace referencia a aquellas explicaciones que son aceptadas por la comunidad
matematica o al menos una parte de ella y por dltimo, la “demostracion” en un sentido
bastante riguroso consiste en pruebas con cierta estructura que parten de la 16gica formal.

Aunque podriamos ligar el término argumentacion con explicacién, pues en algunos
contextos son sinonimos, en realidad podemos asegurar que la argumentacién puede
relacionarse con cada uno de estos tres términos; explicacion, prueba o demostracion, lo que
permitira clasificarlo como uno u otro serd el nivel de solidez, coherencia y estructura de los
argumentos, asi como el proceso en general. Para Toulmin et al. (1984) la argumentacion
consiste en toda la actividad de hacer aserciones, desafiarlas, apoyarlas con razones, criticar
esas razones, rebatir esas criticas, y asi sucesivamente.

Para Solar y Deulofeu (2016) un elemento importante en los procesos argumentativos es la
existencia de dos puntos de vista diferentes o encontrados, en donde el locutor deba
convencer al receptor sobre la validez de sus aserciones, sin embargo, desde una perspectiva
matematica

definimos la argumentacién matematica como aquel tipo de argumentacion que se
desarrolla dentro de la actividad matematica y en la que la ley de paso se apoya en
elementos del conocimiento matematico, requiriéndose la capacidad de comprender o
de producir una relacién de justificacion entre proposiciones que sea de naturaleza
deductiva y no sélo semantica. (De Gamboa et al., 2010, p. 37).

Para Duval (1992) una explicacién da una o mds razones para hacer comprensible un hecho,
pero estas razones en realidad tienen una funcién cuasidescriptiva, es decir, contribuyen a
presentar el sistema de relaciones dentro del cual ocurren o encuentran su lugar los datos a
explicar mientras que la argumentacion es un encadenamiento de razonamientos, un
discurso que apunta a la plausibilidad y el convencimiento de los demas y la demostraciéon
es un proceso que parte de la l6gica formal y busca la verdad.
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Segiin Weston (2021) la argumentacién puede ser vista tanto desde la seméntica como desde
la 16gica deductiva, sefiala que la argumentacién a través de argumentos cortos debe cumplir
con una serie de reglas para garantizar su calidad como, Distinguir entre premisa y
conclusién, Presentar las ideas en forma natural, Partir de premisas fiables, Concreto y
conciso, Evitar el lenguaje emotivo, Usar términos consistentes, Usar un tnico significado
para cada término.

El estudio de la argumentaciéon puede clasificarse de varias formas como lo menciona Rios-
Cuesta (2021), pero en si, se pueden apreciar dos grandes corrientes, una enfocada en la
semantica y la retdrica (I6gica informal) y la otra basada en la l16gica formal que no pretende
convencer sino partir de deducciones sobre un esquema de verdades acepadas y que genera
conclusiones verdaderas.

Para el estudio de la argumentaciéon enfocada en la estructura de los argumentos, en la
semantica, se vuelve fundamental tomar en cuenta elementos del lenguaje como lo sefialan
Jiménez y Pineda (2013), ya que el estudiante en su discurso argumentativo es probable que
utilice una combinacion entre lenguaje formal y lenguaje natural (coloquial), Roshani (2019)
menciona que el lenguaje que utiliza un matematico en su quehacer no es el mismo que
utiliza en la docencia y a su vez los estudiantes desarrollan un lenguaje 16gico-formal de
forma progresiva hasta alcanzar el nivel de abstracciéon que conlleva el lenguaje formal,
ademads sefiala que la existencia de un lenguaje intermediario que permite la interaccién
entre el lenguaje formal y el natural en diferentes grados.

2.2. Modelo Argumentativo de Toulmin

Uno de los modelos mdas conocidos y utilizados para el analisis de los argumentos en
diferentes contextos es el propuesto por Stephen Toulmin en 1958, quien present6é un modelo
l6gico para describir los argumentos segin su estructura, en diferentes campos, y que surge
como una alternativa ante la relevancia en esa época de la argumentacion basada en la l6gica
deductiva con una perspectiva desde la matematica. Este modelo se conocié como légica
informal o antilégica, sin embargo, diferentes autores lo han utilizado para analizar la
argumentacion desde la seméntica y la retérica al mismo tiempo que otros lo utilizan para
analizar argumentos basados en el razonamiento deductivo formal como lo sefiala Rios-
Cuesta (2021).

Toulmin (2003) describe la argumentacion en términos de seis elementos: 1. datos o
evidencia (D-data), 2. Afirmacién o asercioén (C-claim), 3. Garantia (W-warrant), 4. Respaldo
(B-backing), 5. Calificadores Modales (Q-modal qualifiers) y 6. Refutadores (R-rebuttals),
cada uno cumple una funcién estructural en el andlisis del discurso argumentativo.
Algunos investigadores han generado adaptaciones de este modelo para el analisis de
argumentos en contextos mas concretos como el caso de Krummheuer (1995), citado por
Rios-Cuesta (2021), que reduce el modelo de Toulmin a solamente cuatro elementos:

1. datos (D),

2. Asercién (C),

3. Garantia (W),

4. Respaldo (B).
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Para analizar argumentos en la clase de matemética, mientras que Molina et al. (2019)
reducen atn més el modelo de Toulmin a los primeros 3 elementos, dejando de lado el
respaldo (si se compara con la version de Krummheuer) y que se utiliz6 para analizar
argumentos por analogia en la clase de matematicas.

El modelo de Toulmin reducido por Krummbheuer, fue el primero en utilizarse para modelar
argumentos en la clase de matematica como lo indican Inglis y Mejia-Ramos (2005), y esta
version reducida se extendié y consolidé en el estudio de la argumentacion, para Rios-
Cuesta (2021) cada vez son mads los investigadores que utilizan el modelo de Toulmin
reducido a 3 componentes (modelo ternario):

1. Datos,

2. Aserciéony

3. Garantia.
Sin embargo, Inglis et al. (2007) sehalan que argumentado que una versiéon reducida es
inadecuada para modelar con precisién toda la gama de argumentos construidos por los
estudiantes de matematicas.
Con respecto al modelo de Toulmin y sus diferentes adaptaciones o reducciones, en esta
investigacion se consideran los seis elementos que componen el modelo original, sin
embargo, se considera como vélido un argumento desde el modelo de Krummheuer, ya que
como sefialan Toulmin et al. (1984) son al menos cuatro los elementos que pueden ser
encontrados en cualquier argumento completamente explicitado:

1. aserciones (C);

2. datos (D);

3. garantias y reglas (W), y

4. respaldos (B).

Y el respaldo, asi como desde el modelo ternario ya que el respaldo podria estar implicito en
la garantia.

2.3. Construccion de las Listas de Cotejo

Como parte del anélisis de la argumentaciéon se utilizaron listas de cotejo o listas de
verificacion para registrar la presencia o ausencia de los elementos que componen un
argumento segin el modelo de Toulmin.

Estas listas permiten observar los elementos presentes en cada una de las producciones de
los estudiantes tanto escritas como verbales “las listas de control, hojas de cotejo, nos pueden
permitir determinar si ciertas caracteristicas estin o no presentes en un sujeto, en una
situacién, fendmeno o material que forma parte del contexto” (Barrantes, 2014, p. 205).
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Gonzalez et al. (2020) definen las listas de cotejo como “un instrumento que relaciona
acciones sobre tareas especificas, organizadas de manera sistemdtica para valorar la
presencia o ausencia de estas y asegurar su cumplimiento durante el proceso de aprendizaje”
(p. 218) y a su vez sefialan que es un instrumento flexible y aplicable en una variedad de
contextos.

3. Metodologia

En el estudio de la argumentacién por parte de los estudiantes ante una tarea matemaética, se
estd explorando intrinsicamente el razonamiento o las cadenas de razonamiento que
emplean los estudiantes para construir su discurso argumentativo, esta es una de la razones
para considerar el método de experimento de ensefianza como parte de la metodologia de
esta investigacién, ya que como bien lo destacan Steffe y Thompson (2000) un propédsito
principal para usar la metodologia de experimentos de ensefianza es experimentar, de
primera mano como investigador, el aprendizaje y el razonamiento matematico de los
estudiantes.

La forma de los datos que se recolectaron y analizaron, son en su mayoria produccion escrita
e intervenciones orales, discusiones entre estudiantes y docente que se analizan para
comprender las formas de razonamiento y argumentacion presentes en la resolucién de
tareas matematicas.

Para Stylianides y Stylianides (2013), las metodologias de investigaciéon conocidas como
intervenciones de clase, como lo es el caso del experimento de ensefianza, responden muy
satisfactoriamente a tres aspectos fundamentales de la investigacion en educacion
matemadtica: La pertinencia de los resultados, Abordaje de cuestiones clave en los contextos
de aula, y Busca desarrollar pruebas empiricas y soluciones basadas en la teoria.

Los sujetos participantes en la investigacion son los estudiantes de la carrera de Ensefianza
de la Matematica de la Universidad Estatal a Distancia de Costa Rica, de la asignatura
Analisis Real. Los estudiantes inscritos en la asignatura e invitados a participar en la
investigacion y que, por razones de disponibilidad horaria participaron, fueron 6 estudiantes
en un taller de trabajo colaborativo: Ana, Laura, Luis, David, Karla y Jordi.

Para la etapa de recoleccion de los datos, se utilizé la grabaciéon de audio y video que
permiti6 registrar las intervenciones de cada uno de los estudiantes durante un taller de
resolucion de tareas matematicas. Ademads, se registr6 la produccién escrita de los
estudiantes en forma individual en la resolucién de las tareas matematicas como parte de la
evaluacion del curso. La forma de recolectar esta informacién fue a través de grabaciéon de
audio y video de la sesiéon de Zoom, los apuntes de los estudiantes durante las actividades
realizadas de forma sincrénica, asi como en instrumentos de evaluacién que presentan de
forma escrita.

La lista de cotejo sobre la estructura de los argumentos es de elaboraciéon propia, cada fila
pretende registrar la presencia o ausencia de cada uno de los elementos del modelo de
Toulmin. Ademds, se agrega una columna de observaciones para registrar aspectos que
aclaren porqué se considera que un dato estd presente o ausente, de acuerdo con las
indicaciones brindadas por Gonzalez et al., (2020) para su elaboracién. Cada una de las filas
registra caracteristicas de cada elemento del modelo argumentativo de Toulmin.



4. Resultados

El primer paso para el andlisis de los argumentos fue la transcripcién de fragmentos de las
grabaciones de video para poder organizar las intervenciones realizadas por los estudiantes
y asi observar las estructuras presentes en sus argumentos verbales que deberian
complementar los registros de sus hojas de trabajo. Se reescribieron los argumentos de los
estudiantes realizando diagramas con la informacion.

4.1. Argumentos Escritos en la Actividad 1

Una de las tareas matemaéticas presentadas a los estudiantes como parte de una evaluacién
consistia en determinar si tres series numéricas infinitas dadas convergian o divergian.

N - (n)? NGk
Z arctan(n + 1) @] 57\/?*1_4
n=1 n=1 n=1

(A) (B) ©
Algunas de las soluciones presentadas por los estudiantes contienen errores y abusos de
notacion, sin embargo, con el afdn de observar la estructura y caracteristicas presentes en sus

argumentos, estos errores o imprecisiones no estdn siendo considerados como parte del
analisis.

La primera de las series (A) es divergente, al considerar el limite del n-ésimo término de la
serie se obtiene 1m/2. Un corolario del criterio de Cauchy para convergencia de series
establece que si una serie ).a,es convergente, entonces a, — 0 cuando n—wx. Luego, al
aplicar la contrapositiva de este corolario se concluye la divergencia.

En las soluciones presentadas por los estudiantes, solamente uno de ellos (Ana) presenté un
argumento con los 4 elementos del modelo reducido de Toulmin.

Figural

Argumento de Ana

=)
=
—
)
=
/
/s |
|

Fuente: La serie dada diverge.

Datos: lim arctan(n + 1) = T
n—co 2

Garantfa: El valor del limite del n-ésimo término es diferente de cero
Respaldo: El criterio del n-ésimo término (se refiere al corolario del criterio de Cauchy)

De forma similar Karla, presenta un razonamiento muy parecido al empleado por Ana, sin
embargo, no hace explicito el respaldo.
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Figura 2

Argumento de Karla
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Fuente: La serie dada diverge.

Datos: lim arctan(n + 1) = T
n—oo 2

Garantia: El valor del limite del n-ésimo término es diferente de cero.

En el caso de Jordi, no hace explicita la garantia ni el respaldo, sin embargo, implicitamente
hace uso de ellas.

Conclusién: La serie dada diverge

Datos: lim n - arctan(n+ 1) = o

Nn—0o

. . b Ny .
Garantia: El valor del limite lim a—n = o donde },a, es una serie divergente (no es explicita,
n—co n

pero se puede inferir)

Respaldo: criterio de comparacion mediante el limite (no es explicito, pero se puede inferir).

Figura 3.
Argumento de Jordi
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Fuente: La serie dada diverge.
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A diferencia de los argumentos anteriores, el caso de David no logra presentar un argumento
claro. Aunque su conclusién es verdadera, los datos que presenta no poseen ninguna
garantia que permita conectar los datos con la conclusion, inclusive algunos datos que
presenta son erréneos. Intenta aplicar el criterio de la integral, sin embargo, no se cumplen
las hipétesis para emplear este criterio.

Figura 4

Argumento de David. Actividad 1 A
o0
)3 Z arctan (h +1)
n=1

baw (v41) > avclam (w)
ayeTd
QD( ovitpaid Al (o

«quf\lt'd"’

{m‘*(- P ]
B QoY Lti)["‘\;a Al \-1 (J {‘\b i ‘v\ lﬁ(\/‘k\ 3 )M )j’v” it
o \pectant S = \n Vst
o0
P \‘)\a\ oo CL““G{O' VCM//
o ¥

Fuente: La serie es divergente
Datos: 1. arctan(n + 1) > arctan(n) 2. flm arctanx dx = In| sinx | (Incorrecto)

Garantia: No presenta.

En la tabla 1 se muestra un resumen de los elementos presentes en los argumentos de los
estudiantes. En todos los casos, los estudiantes tratan de realizar una argumentacién
deductiva, basada en los criterios de convergencia establecidos en el texto de la asignatura, lo
cual conlleva a un modelo reducido de Toulmin con 4 elementos: Conclusién, Datos,
garantia y Respaldo. En la mayoria de los casos se evidencia una falta de respaldo que brinde
soporte a la garantia, y en otros la garantia no es vinculante con la conclusién o no esta
explicita.

Tabla1

Elementos presentes en los argumentos
Estudiante C
Ana
Karla
Jordi
David

Laura

NG ENRY
NENEN -

<

<

N

Luis
Nota: Datos (D), Conclusién (C), Garantia (W), Respaldo (B), Calificadores Modales (Q), Refutadores (R).

Fuente: Elaboracién propia (2024).
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Las conclusiones obtenidas por los estudiantes en la tarea 1, en 3 de los 6 casos fueron
explicitas, claras, anicas, coherentes y basadas en los datos. El caso de Laura difiere ya que
obtuvo una conclusiéon que no es coherente con la serie numérica dada ni con los datos
mostrados. Por su lado David obtuvo una conclusién coherente con la serie dada pero no
logré vincularla con sus datos ni estableci6 conexiones. Por ultimo, Luis no presenté
argumentos.

Tabla 2
Caracteristicas de las conclusiones presentes en los argumentos
Estudiante  Explicita Unica Coherente Clara Basada en los datos
Ana v v v v v
Karla v v v v v
Jordi v v v v v
David v v v v
Laura v v v
Luis

Fuente: Elaboracion propia (2024).

Los datos que emplean los estudiantes para organizar su argumentacion fueron en tres de los
casos explicitos, coherentes y suficientes. En los demds casos no fueron explicitos o no tenian
coherencia con la serie dada, por ende, insuficientes para establecer la conclusion.

Tabla 3

Caracteristicas de los Datos presentes en los arqumentos
Estudiante  Explicitos Coherentes Suficientes

Ana v v v
Karla N4 v N4
Jordi v v v
David

Laura v

Luis

Fuente: Elaboracién propia (2024).

Las garantias que son fundamentales en los procesos argumentativos pues permiten conectar
los datos con la conclusion, solamente en dos casos (Ana y Karla) se expresaron de forma
explicita. Los demas estudiantes no brindan garantias ni respaldo. Ademas, solamente Ana
expres6 un respaldo de forma explicita, mientras que en la argumentaciéon de Karla se puede
inferir que respalda su garantia con un criterio de convergencia del texto.

Tabla 4

Caracteristicas de las Garantias presentes en los argumentos
Estudiante  Explicitos Coherentes Suficientes Acorde a los datos y a la conclusion

Ana v v v v
Karla v v v v
Otros

Fuente: Elaboracién propia (2024).



® epsir

13

La estructura observada en los argumentos presentados por los estudiantes en la solucion de
la tarea de evaluaciéon destaca una argumentaciéon deductiva, basada en los criterios de
convergencia o divergencia de series, sin embargo, al menos en la mitad de los casos no
lograron explicitar los elementos principales (Conclusion, Datos, Garantia y Respaldo) para
establecer un argumento pertinente. De manera semejante se analizaron las respuestas de las
series By C.

4.2. Argumentos verbales en la Actividad 2

En una segunda actividad desarrollada con los estudiantes, se trabajé en un taller virtual y
sincrénico de resolucion de problemas, enfocados en determinar la convergencia o
divergencia de 3 series numéricas. En la sesién de este taller participaron 5 estudiantes: Ana,
Karla, David, Laura y Luis.

*© n" > (_1)71.}1.2?1 Z 1
] n! o] (2n+1)! e
(A) (B) ©

Aunque inicialmente el taller estaba propuesto para trabajo individual, fue necesario cambiar
la modalidad a trabajo en grupos para favorecer la discusién y los aportes de los estudiantes
pues se sentian en mas confianza. Se les facilité a los estudiantes cada una de las series a
estudiar y un documento de Excel con hojas electrénicas en las cuales podian observar los
valores de las sumas parciales de las series, asi como una grafica de puntos de la sucesioén de
sumas parciales.

Durante el trabajo en grupo, los estudiantes Ana, Luis y Laura observaron los datos del Excel
y rdpidamente concluyeron que la serie es divergente (verdadero) ya que la sucesion de
sumas parciales “crecia de forma muy rédpida”. Sin embargo, consideraron que estos datos no
eran suficientes para garantizar la convergencia, entonces acudieron a un criterio de
convergencia, en este caso el criterio de la razén y obtuvieron un valor mayor a uno, lo que
les permiti6 garantizar que la serie era divergente. El siguiente es un extracto de la
argumentacion presentada por Luis en la solucion de la tarea 2A en el cual Luis particip
como vocero del grupo.

01:25:13 Prof.: Entonces la pregunta para el grupo. ;Esta serie converge o diverge?
01:25:23 Luis: Diverge.
01:25:26 Prof.: ;Cémo lleg6 a esa conclusion, en qué se bas6?

01:25:29 Luis: Bueno, primero este el grupito, lo que hicimos fue que analizamos en la
tabla de Excel, verdad y esté conforme van avanzando los valores de n, S, va
tendiendo a infinito y este utilizamos el criterio de la razén para probar que la
que la serie diverge y llegamos al resultado de que el limite cuando n tiende a
infinito de esa serie es “e”, entonces “e” es mayor que uno y por definicién de la
serie este perdén por la de la definicion de criterio de la razén si el valor del

limite es mayor que uno, entonces esa serie diverge.
01:26:12 Luis: Por eso fue que llegamos a esa conclusion.

01:26:35 Prof.: ;Sera suficiente los datos del Excel para comprobar que diverge?
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01:26:44 Luis: No, yo pienso que no es suficiente, puesto que es lo que es como una
nocion intuitiva de hacia dénde tiende la serie, pero no nos da la certeza de que
eso se va a cumplir con todas las iteraciones que tenga la serie.

01:26:57 Prof.: Entonces, ;qué fue lo que si les dio certeza? ;Cudl es la garantia de que
diverge?

01:27:05 Luis: En el aplicar el criterio de la razén a la serie que se nos esta dando.
01:27:10 Prof.: ; Cuénto les dio el limite?

01:27:13 Luis: Y nosotros nos dio “e”.

01:27:15 Prof. Ok ;el criterio de la razén establece que?

01:27:19 Luis: Que es el valor del limite en menor que uno, entonces la serie converge,
“"_rm

pero si es mayor que uno, entonces esa serie diverge y “e” es aproximadamente
2,71 y es mayor que uno, por lo tanto, la serie diverge.

Al aplicar el criterio de la razén, implicitamente estan considerandolo como un respaldo de
la garantia que fue el resultado obtenido en el limite (e>1), sin embargo, al consultarseles
sobre la validez de la garantia no lograron explicar que el criterio se trata de una proposicion
probada formalmente en el curso y que permite respaldar a la garantia.

Por otro lado, cuando observan el Excel y establecen una primera conclusién basada en las
iteraciones de las sumas parciales, asumen una garantia en el crecimiento no acotado y
continuo de la sucesién, sin embargo, al no tener un respaldo sefialan que los datos en el
Excel no son suficientes para garantizar y respaldar su conclusién. De manera semejante se
analizaron las otras series.

4. Discusion

El empleo de diferentes tipos de series numéricas en la actividad evaluativa escrita (actividad
1) permiti6 observar que los estudiantes inicialmente seleccionan un criterio de convergencia
que consideran el que mds se ajusta a la estructura del término general de la serie dada.
Posteriormente desarrollan procesos matematicos asociados al criterio de convergencia como
el calculo de limites para a partir de este tipo de datos establecer si la serie dada converge o
diverge.

Esta forma de abordar el estudio de la convergencia, directamente de un criterio
seleccionado generd en varias ocasiones conclusiones incoherentes derivadas de errores de
célculo. En otras ocasiones los errores de calculo no afectaron la conclusién, sin embargo,
resta confiabilidad al argumento.

La forma en que los estudiantes redactan sus argumentos permitié observar falta de claridad
en la estructura general del proceso argumentativo, no se espera una redaccién con un alto
grado de formalidad, pero se destaca una falencia en la forma en que expresan su
razonamiento de forma escrita. Por ejemplo, mencionan al inicio del escrito, casi como una
pequenia nota que van a utilizar algin criterio de convergencia, pero no lo expresan
explicitamente en la redacciéon de su argumento.
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Permite observar implicitamente que su razonamiento se basa en cierto criterio de
convergencia, pero no lo externan. El criterio mas utilizado por los estudiantes fue el criterio
de la razon, tanto en los ejercicios de la evaluacion escrita como en los ejercicios del taller,
utilizaron o sugirieron utilizar dicho criterio, aunque en algunos casos contaban con una
serie alternante.

El estudio de la serie alternante en la actividad 1, la mayoria utilizé el criterio de
convergencia para series alternantes, sin embargo, varios asumieron sin garantia ni respaldo
las condiciones que debia satisfacer la serie para poder garantizar la convergencia, en cierto
modo, cuando debieron garantizar propiedades como la monotonia que no necesariamente
depende del calculo de un limite tendieron a asumirla como verdadera.

La mayoria de los argumentos analizados presentaban la conclusién, los datos en que
basaban su conclusién y alguna garantia. Sin embargo, en pocos casos presentaban un
respaldo para su garantia. En algunos casos estaba implicito que el respaldo se encontraba en
el criterio de convergencia que estaban empleando, aunque no lo declaraban en su
argumento adecuadamente.

Los argumentos presentados por los estudiantes se pueden estructurar mucho maés a partir
del modelo de Toulmin reducido a 4 elementos: Conclusién, Datos, Garantia y Respaldo.
Con respecto al lenguaje matematico utilizado en los argumentos, se aprecié un lenguaje
adecuado, en el cual emplean términos matematicos formales de manera correcta para
referirse a convergencia, divergencia, limite, sucesion, entre otros.

Sin embargo, existen abusos de notacién y errores en la redacciéon del mismo lenguaje
matemaético. Solamente en el caso de Laura se detectd el uso de términos coloquiales para
expresar algunos aspectos de convergencia, menciona que los decimales de las sumas
parciales “empiezan a quedarse pegados” o que las sumas parciales “siguen creciendo,
siguen creciendo y no da la sensacién de que vayan a frenar”.

5. Conclusiones

Al utilizar el modelo de Toulmin para analizar los argumentos brindados por los
estudiantes, se observé que los argumentos presentan la estructura: datos, conclusién,
garantia y en algunos casos respaldo. Solamente en un argumento se presentaron refutadores
y calificadores modales. Aunque muchos de los argumentos presentaban garantia y
respaldos, no eran suficientes para garantizar la conclusién o en varios casos presentan
errores de calculo que conducen a conclusiones erréneas o conclusiones a partir de datos
falsos.

El lenguaje empleado por los estudiantes en su argumentacioén presenta un nivel formal en la
mayoria de las respuestas. En pocos casos se detecté que los estudiantes utilizaron palabras o
frases cotidianas para referirse a convergencia. Sin embargo, en la redacciéon de los
estudiantes se observan abusos de notacion al expresar calculos, lo que muestra que, si bien
conocen los términos correctos, a la hora de redactar presentan algunas dificultades para
brindar coherencia a las expresiones matematicas dentro de su discurso argumentativo.

En los casos que no cuentan con datos numéricos, seleccionan el criterio de convergencia que
consideran mas conveniente para determinar si la serie dada converge o diverge. No
consideran las caracteristicas de la serie, seleccionan un criterio y realizan cédlculos para
garantizar la convergencia.
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En el caso de una serie alternante emplearon directamente el criterio de la serie alternante y
aunque no lograron garantizar que la serie satisfacia con las propiedades que requeria el
criterio para su correcta aplicacion, asumieron que se debia cumplir y concluyeron sin
mostrar las garantias adecuadamente. En los argumentos presentados por los estudiantes se
observo que a través de exploraciones numéricas determinan rapidamente que una serie
dada converge o diverge, sin embargo, requirieron de un proceso lé6gico-deductivo a través
de criterios de convergencia para poder garantizar la convergencia. Ellos no consideraban
suficiente con lo observado en la exploracién numérica que podria considerarse un
razonamiento inductivo.

Los argumentos que presentan los estudiantes para justificar la convergencia o divergencia
de una serie numérica infinita siguiendo el modelo de Toulmin presentan de 3 a 4 elementos:
datos, conclusién, garantia o respaldo. Siguen un razonamiento l6gico-deductivo basado
principalmente en los criterios de convergencia de series y utilizan un lenguaje formal acorde
al nivel de la carrera en que se encuentran. En algunos argumentos se observé que elementos
como la garantia o el respaldo se encuentran implicitos en sus procedimientos.
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